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1. Calcular XT_ X--

Aunque Javier no ha pedido demostrar esto como ejercicio, me parece mas completo incluirlo también.

El vector x_ se define como

<—ei¢ sin g)
X- = [}
oS 5

Por lo tanto el producto escalar viene dado por
. —e~ @ gin g , 0 , 0 0
f = (—e?sin? cos? A <—el¢ sin 7> (—e_qu sin 7> cos? —
X=X < ¢ slha 2> cos g 2 2 +
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= sin? Q + cos
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2. Calcular wu; y v;v;.

e — cosh 7 o v o €; sinh o v
N sinh 7 Xis v cosh Xi

Donde € = 41, €2 = =1, x1 = x4+ ¥ X2 = X—- Y donde x_ viene dado por la ecuacién (1) y

_ cos g
X+ = €' sin g

n
duj = [(cosh 2 e;sinh ) @ x| [0 @ 1] K;(::h%) ® X
J 2

cosh 7 oy
—e;sinh X

= (cosh2 g — §;; sinh? g) <0y = (cosh2 g — sinh? g) <0i5 = 035

Vamos a definir

Luego

= [(coshg €; sinh g) ® XT} =

i

sinh 2
v;v; = |(€;sinh Z  cosh Z ®X;r el {(ej S 2) @ X
J [( 2 2) ] [ ] coshg J

= [(ez sinh 7 coshg) ®xj] {(%Z::}ql%> ® X

= <6ij sinh? g — cosh? g) <04 = (sinh2 g — cosh? g) <035 = —0y;

= (eiej sinh? g — cosh? g) . XIX;‘

Obteniendo el resultado

’ﬂiuj = 61‘3‘, ’Dﬂ)j = 751'3'

(cosh2 g — €€ sinh? g) . ijj



De nuevo, aunque Javier no lo pide explicitamente, vamos a calcular ;v; y v;u;, por completitud.

ginh 2
Uvj = [(coshg €; sinh g) & x” [03 ® 1] {(EJ Smh,f) ® Xj:|
cosh 3

= [(coshg €; sinh%) ®X2‘L] {(?:;:E%) ® X

— n — n
= (¢; — €)sinh 3 cosh 55”- = (¢ — ¢;) sinh 5 cosh §5ij =0

| n | n
= (ej sinh 3 cosh 5 i sinh 5 cosh 5) : XIXj

Y finalmente ;
Biu; = 0]y u; = (u;wovi> = (ﬂjvi)T =0

donde tenemos que recordar que (7°)F = A°

3. Calcular uluj, vgvj y ujvj.

Haciendo unos célculos muy similares al caso anterior

i ‘ . " cosh 2
ulu; = [(co&hg € smh%) ®Xi:| {(q Sthg ® Xj

= (cosh2 g + €€ sinh? g) . XIXj

27 127 2M g2 E
= (cosh 5 + d;; sinh §> <0 = (cosh 3 + sinh 5) - 035 = 05 coshn = %(5”

Donde se usa la relacién trigonométrica cosh? 7+ sinh? 7 = coshn = % El otro caso es similar
vinh 1
Ty, = ginh 2 n i ¢jsinh 3 ,
vV = [(elsmh§ cosh 5) ®XJ ( cosh @ X

_ .21 27 T )
= (eiej sinh 5 + cosh 5) ~X;rxj =u;uj = %51-]-

Finalmente los casos que faltan

u;rvj = [(coshg €; sinh g) ® XH = (ej sinh g coshg + ¢; sinh g cosh g) . XIX;‘

€jsinh -
cosh X
€; + €;

2

- U . . p|
= (€; + ¢;) sinh 3 cosh 557;3- = sinhnd;; = €;;; sinhn = 6@‘%5@‘

sinh n

Donde usamos la identidad )sinh 7 cosh § = *5-1 y sinhn = %. Encontrando un resultado distinto al

propuesto por Javier en el minuto 22:20.

t
T
v;-ruj = (u}vi> = (%6162]> = Eiméij

mc



[(—=p)vi(p) ¥ vl(P)uj(—p).

Recordemos que todos los resultados hasta ahora eran validos para el vector p definido como

4. Calcular u

p° = mecosh, p' = mesinhnsin 6 cos ¢, p? = mesinh i sin 0 sin ¢, p> = mesinhn cos 6

Al hacer el cambio p® — p® y p* — —p* podemos podemos interpretarlo de dos formas, tal y como lo
hace Javier haciendo el cambio n — —n o, también es posible manteniendo el mismo valor de n y hacer
los cambios 8 — 7™ — 0, ¢ — w4 ¢. Esto podemos verlo pues las funciones seno y coseno cumplen que

sin (r £ x) = Fsinz, cos(mtx) =—cosx

Hay dos razones por las que voy a usar la segunda opcién. En primer lugar, porqué matematicamente
son equivalentes y por lo tanto ambas deben dar el mismo resultado, Javier ha usado la primera en su
video, asi que voy a usar la segunda para comprobar que en efecto obtenemos el resultado deseado.

La segunda razén es més sobre la interpretacién fisica, y es que al hacer el cambio n — —n no
estamos modificando los estados y+, estos dos estados los habiamos definido como espin paralelo a p
y espin anti-paralelo a p. Entonces, para un electrén moviéndose con momento p, eso significa que x4+
es espin paralelo al movimiento mientras que x_ es anti-paralelo al movimiento. Pero, por lo tanto,
para un electréon moviéndose con momento —p es al revés; y_ representa el estado con espin paralelo al
movimiento y x4 espin anti-paralelo al movimiento.

Por otro lado, al modificar los valores de 0, ¢ dejando 7 igual, si que modificamos los estados x,
manteniendo que x4 siempre va a ser paralelo al movimiento y x_ anti-paralelo. Vamos a ver esto

w—0 s 0
_ o COS 5 o Sin 3 i
X+(—p) = <ei(¢+ﬂ) - ,,29) = (—ew cos? ) = x-(p)

—e~ e+ gip 70 e~ cos & .
X(—p)=( o )= 0 2 =exi(p)

matematicamente:

COS 5 S111 5

T _ T _

Donde se ha usado las relaciones que cos ( ;U) = sinz, sin (

2 J 2
puede ver, al cambiar los dngulos 6, ¢ el estado x4 y x— se intercambian, lo cual tiene sentido, pues lo
que antes era paralelo al movimiento, ahora sera anti-paralelo y viceversa.

€jsinh 2 _
( cosh ) 2 x;(P)

z) = cosx, e = e~'™ = —1. Como se

Ahora podemos proceder al cdlculo que nos interesa

uz(—p)vj(p) = [(coshg €; sinh g) ® x;r(—p)]

7N n € +€
= (€j + €;) sinh 2 cosh Exj(—p)xj(p) = % sinh n XI(—p)Xj(p) (6)
Necesitamos una expresién para x| (—p)x;(p) asi que vamos a explorar caso por caso
XL (=p)x1(p) = —e x5 (P)x1(P) = —e 782 =0

n

XL (=P)x2(P) = —e XL (P)x2(P) = — 0ay = —e 71 = 7P+

X2 (=p)x1(p) = Xl (P)x1(p) = %011 = €'
X3(=P)x2(p) = €“x{(P)x2(p) = €512 = 0
Que podemos expresar como
X[ (=p)x;(p) = (1 — 3;)) (7)
Donde ¢y = —(¢p + ) y ¢po = ¢. Sustituyendo en (6) obtenemos

sinh n it — 0

Uj(*p)vj(p) = (€ +€) (1 — d45)
Esto es cero, porque si ¢ = j entonces (1 — (Sij) = 0, pero si i # j entonces ¢; + ¢; = 0. Por otra parte

ol (=p)u;(p) = (ul(p)vi(—p))T =0 (8)



5. Calcular ¥ v;(p)v;(p)

Javier ya nos ha mostrado una forma de calcular esto con el ejemplo de las u, vamos ahora a ver una
demostracién alternativa (aunque esencialmente es la misma). Vamos a empezar calculando la suma para

p = 0 Para eso recordemos:

0(0) = (?) @ (3) 0= (3) ? (3)

y por lo tanto, considerando que v° = o3 ® 1

n(0)=vy"=[(0 1)e(1 0)]*e1]=(0 -1)a(1 0)

(0 0 ®10_’_00 ®00_00 o1
~\0 -1 0 0 0 -1 0 1) \o -1
Ahora simplemente hagamos una transformaciéon de Lorentz, recordemos que ésta viene dada por
vi(p) = S[AJi(0) = i(p) = v[(0)5™7° = 7:(0)7°5"°

Y por lo tanto

Donde
¢ 0 —i% .0 —i2 0 —i% 0
7 e 'zcos? —e'ZTsing . e 'zcos? e tzsind
S=cosh®| s B s ) | +sinh ~o'® Lo a +i¢ 2, 9)
2 et2sing etz cosg 2 et2sing  —et'zcos g

Y por lo tanto, para calcular 7257+ tenemos que calcular los siguiente productos:
olo® =1, o3oto® = 03(20"3 — o30!) = 2030t = —o!

Donde se ha usado la propiedad {o*,07} = 26" Y por lo tanto

3 froa n ei% cos ¢ e~i% sin & .M eis cos & e~i% sin ¢
[0° ®1]ST[o° ® 1] :cosh§® i . 9 0 ) fsmhio ®| 2 . 4 e p (10)
—e'zsing ez cos§ e 7 cos 2

Por otra parte, tenemos

L0 0N _ (o o a0 0 _ (o 1\ (o o\ _ (o -1
0 -1/ \o -1}’ 0 -1/ \10/\0o -1/ 0 o0
Por lo que el producto S" = S (>, v;(0)?;(0)) queda

_;¢ _ie . . _i¢ _ie .
0 0 e cos? —e 7 sind 0 sinhZ e 'z cos? e izsinl
g’ ® 2 2 2 g 2 2 (11)
= o . (o - o ¢
0 —coshg etZsing  eti%cosd 0 0 etiZsing  —eti% cos g



Finalmente, multiplicando las ecuaciones (11) y (10) obtenemos cuatro términos:

_ 0 0 cos? & +sin? ¢ 0
> vilp)ui(p) = ( ) ® < 2 2 28
i 2

0 — cosh? 2 0 cos? g + sin

" 0 0 ® cos? % — gin? g 2e~® cos g sing
sinh Z cosh 4 0 26 cos % sin g sin? g — cos? g

0 —sinh 3 cosh 7 cos? g — gin? g 2¢7 cos g sin g
+ DN 90it cos £ sin @ sin2 @ 24
0 0 2e'?cos g sing  sin” 3 — cos” 3

n sinh? 20 ® cos? g + sin? g 0
0 0 0 cos? & + sin? g

sinh? 2 0
< 0 — cosh? g) ®

n 0 —sinh Z cosh ® cos? g — gin? g 2¢7% cos % sin g
sinh # cosh 0 ' % in ¢

28 26
Sin 2 COS 3

1 fcoshn—1 0
== 1
2 ( 0 —coshn—1>®

n 1 0 —sinhn ® cosf sin f(cos ¢ — isin ¢)
2 \sinhn 0 sin 6(cos ¢ + isin ¢)

—cost

1 .
5 (cosh nle® @ 1] — [1 ® 1] — sinhgsin 6 cos ¢lio? @ o]

— sinh sin 0 sin ¢[ic? ® 0] — sinh 7 cos Ofic? @ 03])

1 p.Y* —me
=5 (povo —me+p1y'pay® + ps’f’) =
mc 2me
Donde se ha usado que 7% = 02 ® 1y 7' = ic? ® 0’ v que pg = mccoshn, p; = —mesinhnsind cos ¢,
p2 = —mcesinh 7 sin 0 sin ¢, p3 = mesinh 7 cos . Obteniendo asi el resultado deseado.



