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1. Calcular χ†−χ−.
Aunque Javier no ha pedido demostrar esto como ejercicio, me parece más completo incluirlo también.

El vector χ− se define como

χ− =
Ç
−e−iφ sin θ

2
cos θ2

å
(1)

Por lo tanto el producto escalar viene dado por

χ†−χ− =
Ä
−eiφ sin θ

2 cos θ2
äÇ−e−iφ sin θ

2
cos θ2

å
=
Å
−eiφ sin θ2

ãÅ
−e−iφ sin θ2

ã
+ cos2 θ

2

= sin2 θ

2 + cos2 θ

2 = 1 (2)

2. Calcular ūiuj y v̄ivj.
Vamos a definir

ui =
Ç

cosh η
2

εi sinh η
2

å
⊗ χi, vi =

Ç
εi sinh η

2
cosh η

2

å
⊗ χi (3)

Donde ε1 = +1, ε2 = −1, χ1 = χ+ y χ2 = χ−. Y donde χ− viene dado por la ecuación (1) y

χ+ =
Ç

cos θ2
eiφ sin θ

2

å
(4)

Luego

ūiuj =
îÄ

cosh η
2 εi sinh η

2

ä
⊗ χ†i

ó [
σ3 ⊗ 1

]ñÇ cosh η
2

εj sinh η
2

å
⊗ χj

ô
=
îÄ

cosh η
2 εi sinh η

2

ä
⊗ χ†i

ó ñÇ cosh η
2

−εj sinh η
2

å
⊗ χj

ô
=
(

cosh2 η

2 − εiεj sinh2 η

2

)
· χ†iχj

=
(

cosh2 η

2 − δij sinh2 η

2

)
· δij =

(
cosh2 η

2 − sinh2 η

2

)
· δij = δij

v̄ivj =
îÄ
εi sinh η

2 cosh η
2

ä
⊗ χ†i

ó [
σ3 ⊗ 1

]ñÇεj sinh η
2

cosh η
2

å
⊗ χj

ô
=
îÄ
εi sinh η

2 cosh η
2

ä
⊗ χ†i

ó ñÇεj sinh η
2

− cosh η
2

å
⊗ χj

ô
=
(
εiεj sinh2 η

2 − cosh2 η

2

)
· χ†iχj

=
(
δij sinh2 η

2 − cosh2 η

2

)
· δij =

(
sinh2 η

2 − cosh2 η

2

)
· δij = −δij

Obteniendo el resultado
ūiuj = δij , v̄ivj = −δij (5)
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De nuevo, aunque Javier no lo pide explícitamente, vamos a calcular ūivj y v̄iuj , por completitud.

ūivj =
îÄ

cosh η
2 εi sinh η

2

ä
⊗ χ†i

ó [
σ3 ⊗ 1

]ñÇεj sinh η
2

cosh η
2

å
⊗ χj

ô
=
îÄ

cosh η
2 εi sinh η

2

ä
⊗ χ†i

ó ñÇεj sinh η
2

− cosh η
2

å
⊗ χj

ô
=
(
εj sinh η2 cosh η2 − εi sinh η2 cosh η2

)
· χ†iχj

= (εj − εi) sinh η2 cosh η2 δij = (εi − εi) sinh η2 cosh η2 δij = 0

Y finalmente
v̄iuj = v†i γ

0uj =
Ä
u†jγ

0vi
ä†

= (ūjvi)† = 0

donde tenemos que recordar que (γ0)† = γ0

3. Calcular u†iuj, v
†
ivj y u†ivj.

Haciendo unos cálculos muy similares al caso anterior

u†iuj =
îÄ

cosh η
2 εi sinh η

2

ä
⊗ χ†i

ó ñÇ cosh η
2

εj sinh η
2

å
⊗ χj

ô
=
(

cosh2 η

2 + εiεj sinh2 η

2

)
· χ†iχj

=
(

cosh2 η

2 + δij sinh2 η

2

)
· δij =

(
cosh2 η

2 + sinh2 η

2

)
· δij = δij cosh η = E

mc
δij

Donde se usa la relación trigonométrica cosh2 η
2 + sinh2 η

2 = cosh η = E
mc . El otro caso es similar

v†i vj =
îÄ
εi sinh η

2 cosh η
2

ä
⊗ χ†i

ó ñÇεj sinh η
2

cosh η
2

å
⊗ χj

ô
=
(
εiεj sinh2 η

2 + cosh2 η

2

)
· χ†iχj = u†iuj = E

mc
δij

Finalmente los casos que faltan

u†ivj =
îÄ

cosh η
2 εi sinh η

2

ä
⊗ χ†i

ó ñÇεj sinh η
2

cosh η
2

å
⊗ χj

ô
=
(
εj sinh η2 cosh η2 + εi sinh η2 cosh η2

)
· χ†iχj

= (εj + εi) sinh η2 cosh η2 δij = εi + εi
2 sinh ηδij = εiδij sinh η = εi

|p|
mc

δij

Donde usamos la identidad ) sinh η
2 cosh η

2 = sinh η
2 y sinh η = |p|

mc . Encontrando un resultado distinto al
propuesto por Javier en el minuto 22:20.

v†iuj =
Ä
u†jvi
ä†

=
Å |p|
mc

εiδij

ã†
= εi
|p|
mc

δij
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4. Calcular u†i(−p)vj(p) y v†i (p)uj(−p).
Recordemos que todos los resultados hasta ahora eran válidos para el vector p definido como

p0 = mc cosh η, p1 = mc sinh η sin θ cosφ, p2 = mc sinh η sin θ sinφ, p3 = mc sinh η cos θ

Al hacer el cambio p0 → p0 y pi → −pi podemos podemos interpretarlo de dos formas, tal y como lo
hace Javier haciendo el cambio η → −η o, también es posible manteniendo el mismo valor de η y hacer
los cambios θ → π − θ, φ→ π + φ. Esto podemos verlo pues las funciones seno y coseno cumplen que

sin (π ± x) = ∓ sin x, cos (π ± x) = − cosx

Hay dos razones por las que voy a usar la segunda opción. En primer lugar, porqué matemáticamente
son equivalentes y por lo tanto ambas deben dar el mismo resultado, Javier ha usado la primera en su
vídeo, así que voy a usar la segunda para comprobar que en efecto obtenemos el resultado deseado.

La segunda razón es más sobre la interpretación física, y es que al hacer el cambio η → −η no
estamos modificando los estados χ±, estos dos estados los habíamos definido como espín paralelo a p
y espín anti-paralelo a p. Entonces, para un electrón moviéndose con momento p, eso significa que χ+
es espín paralelo al movimiento mientras que χ− es anti-paralelo al movimiento. Pero, por lo tanto,
para un electrón moviéndose con momento −p es al revés; χ− representa el estado con espín paralelo al
movimiento y χ+ espín anti-paralelo al movimiento.

Por otro lado, al modificar los valores de θ, φ dejando η igual, sí que modificamos los estados χ±,
manteniendo que χ+ siempre va a ser paralelo al movimiento y χ− anti-paralelo. Vamos a ver esto
matemáticamente:

χ+(−p) =
Ç

cos π−θ2
ei(φ+π) sin π−θ

2

å
=
Ç

sin θ
2

−eiφ cos θ2

å
= −eiφχ−(p)

χ−(−p) =
Ç
−e−i(φ+π) sin π−θ

2
cos π−θ2

å
=
Ç
e−iφ cos θ2

sin θ
2

å
= e−iφχ+(p)

Donde se ha usado las relaciones que cos
(
π
2 − x

)
= sin x, sin

(
π
2 − x

)
= cosx, eiπ = e−iπ = −1. Como se

puede ver, al cambiar los ángulos θ, φ el estado χ+ y χ− se intercambian, lo cual tiene sentido, pues lo
que antes era paralelo al movimiento, ahora será anti-paralelo y viceversa.

Ahora podemos proceder al cálculo que nos interesa

u†i (−p)vj(p) =
îÄ

cosh η
2 εi sinh η

2

ä
⊗ χ†i (−p)

ó ñÇεj sinh η
2

cosh η
2

å
⊗ χj(p)

ô
= (εj + εi) sinh η2 cosh η2χ

†
i (−p)χj(p) = εi + εj

2 sinh η χ†i (−p)χj(p) (6)

Necesitamos una expresión para χ†i (−p)χj(p) así que vamos a explorar caso por caso

χ†1(−p)χ1(p) = −e−iφχ†2(p)χ1(p) = −e−iφδ21 = 0

χ†1(−p)χ2(p) = −e−iφχ†2(p)χ2(p) = −e−iφδ22 = −e−iφ = e−i(φ+π)

χ†2(−p)χ1(p) = eiφχ†1(p)χ1(p) = eiφδ11 = eiφ

χ†2(−p)χ2(p) = eiφχ†1(p)χ2(p) = eiφδ12 = 0

Que podemos expresar como
χ†i (−p)χj(p) = eiφi(1− δij) (7)

Donde φ1 = −(φ+ π) y φ2 = φ. Sustituyendo en (6) obtenemos

u†i (−p)vj(p) = (εj + εi) (1− δij)
sinh η

2 eiφi = 0

Esto es cero, porque si i = j entonces (1− δij) = 0, pero si i 6= j entonces εi + εj = 0. Por otra parte

v†i (−p)uj(p) = (u†j(p)vi(−p))† = 0 (8)
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5. Calcular ∑
vi(p)v̄i(p)

Javier ya nos ha mostrado una forma de calcular esto con el ejemplo de las u, vamos ahora a ver una
demostración alternativa (aunque esencialmente es la misma). Vamos a empezar calculando la suma para
p = 0 Para eso recordemos:

v1(0) =
Ç

0
1

å
⊗
Ç

1
0

å
, v2(0) =

Ç
0
1

å
⊗
Ç

0
1

å
y por lo tanto, considerando que γ0 = σ3 ⊗ 1

v̄1(0) = v†1γ
0 =
îÄ

0 1
ä
⊗
Ä
1 0

äó [
σ3 ⊗ 1

]
=
Ä
0 −1

ä
⊗
Ä
1 0
ä

v̄2(0) = v†2γ
0 =
îÄ

0 1
ä
⊗
Ä
0 1
äó [

σ3 ⊗ 1
]

=
Ä
0 −1

ä
⊗
Ä
0 1
ä

∑
vi(0)v̄i(0) =

Ç
0
1

åÄ
0 −1

ä
⊗
Ç

1
0

åÄ
1 0

ä
+
Ç

0
1

åÄ
0 −1

ä
⊗
Ç

0
1

åÄ
0 1
ä

=
Ç

0 0
0 −1

å
⊗
Ç

1 0
0 0

å
+
Ç

0 0
0 −1

å
⊗
Ç

0 0
0 1

å
=
Ç

0 0
0 −1

å
⊗ 1

Ahora simplemente hagamos una transformación de Lorentz, recordemos que ésta viene dada por

vi(p) = S[Λ]vi(0) =⇒ v̄i(p) = v†i (0)S†γ0 = v̄i(0)γ0S†γ0

Y por lo tanto ∑
i

vi(p)v̄i(p) = S

(∑
i

vi(0)v̄i(0)
)
γ0S†γ0

Donde

S = cosh η2 ⊗
Ç
e−i

φ
2 cos θ2 −e−i

φ
2 sin θ

2
e+iφ2 sin θ

2 e+iφ2 cos θ2

å
+ sinh η2σ

1 ⊗
Ç
e−i

φ
2 cos θ2 e−i

φ
2 sin θ

2
e+iφ2 sin θ

2 −e+iφ2 cos θ2

å
(9)

Y por lo tanto, para calcular γ0S†γ0 tenemos que calcular los siguiente productos:

σ3σ3 = 1, σ3σ1σ3 = σ3(2δ13 − σ3σ1) = −σ3σ3σ1 = −σ1

Donde se ha usado la propiedad
{
σi, σj

}
= 2δij Y por lo tanto

[σ3 ⊗ 1]S†[σ3 ⊗ 1] = cosh η2 ⊗
Ç
ei
φ
2 cos θ2 e−i

φ
2 sin θ

2
−ei

φ
2 sin θ

2 e−i
φ
2 cos θ2

å
− sinh η2σ

1 ⊗
Ç
ei
φ
2 cos θ2 e−i

φ
2 sin θ

2
ei
φ
2 sin θ

2 −e−i
φ
2 cos θ2

å
(10)

Por otra parte, tenemos

1 ·
Ç

0 0
0 −1

å
=
Ç

0 0
0 −1

å
, σ1 ·

Ç
0 0
0 −1

å
=
Ç

0 1
1 0

åÇ
0 0
0 −1

å
=
Ç

0 −1
0 0

å
Por lo que el producto S′ = S (

∑
i vi(0)v̄i(0)) queda

S′ =
Ç

0 0
0 − cosh η

2

å
⊗
Ç
e−i

φ
2 cos θ2 −e−i

φ
2 sin θ

2
e+iφ2 sin θ

2 e+iφ2 cos θ2

å
−
Ç

0 sinh η
2

0 0

å
⊗
Ç
e−i

φ
2 cos θ2 e−i

φ
2 sin θ

2
e+iφ2 sin θ

2 −e+iφ2 cos θ2

å
(11)
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Finalmente, multiplicando las ecuaciones (11) y (10) obtenemos cuatro términos:

∑
i

vi(p)v̄i(p) =
Ç

0 0
0 − cosh2 η

2

å
⊗
Ç

cos2 θ
2 + sin2 θ

2 0
0 cos2 θ

2 + sin2 θ
2

å
+
Ç

0 0
sinh η

2 cosh η
2 0

å
⊗
Ç

cos2 θ
2 − sin2 θ

2 2e−iφ cos θ2 sin θ
2

2eiφ cos θ2 sin θ
2 sin2 θ

2 − cos2 θ
2

å
+
Ç

0 − sinh η
2 cosh η

2
0 0

å
⊗
Ç

cos2 θ
2 − sin2 θ

2 2e−iφ cos θ2 sin θ
2

2eiφ cos θ2 sin θ
2 sin2 θ

2 − cos2 θ
2

å
+
Ç

sinh2 η
2 0

0 0

å
⊗
Ç

cos2 θ
2 + sin2 θ

2 0
0 cos2 θ

2 + sin2 θ
2

å
=
Ç

sinh2 η
2 0

0 − cosh2 η
2

å
⊗ 1

+
Ç

0 − sinh η
2 cosh η

2
sinh η

2 cosh η
2 0

å
⊗
Ç

cos2 θ
2 − sin2 θ

2 2e−iφ cos θ2 sin θ
2

2eiφ cos θ2 sin θ
2 sin2 θ

2 − cos2 θ
2

å
= 1

2

Ç
cosh η − 1 0

0 − cosh η − 1

å
⊗ 1

+ 1
2

Ç
0 − sinh η

sinh η 0

å
⊗
Ç

cos θ sin θ(cosφ− i sinφ)
sin θ(cosφ+ i sinφ) − cos θ

å
= 1

2

(
cosh η[σ3 ⊗ 1]− [1⊗ 1]− sinh η sin θ cosφ[iσ2 ⊗ σ1]

− sinh η sin θ sinφ[iσ2 ⊗ σ2]− sinh η cos θ[iσ2 ⊗ σ3]
)

= 1
2mc

(
p0γ

0 −mc+ p1γ
1p2γ

2 + p3γ
3
)

= pµγ
µ −mc
2mc

Donde se ha usado que γ0 = σ3 ⊗ 1 y γi = iσ2 ⊗ σi y que p0 = mc cosh η, p1 = −mc sinh η sin θ cosφ,
p2 = −mc sinh η sin θ sinφ, p3 = mc sinh η cos θ. Obteniendo así el resultado deseado.
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